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(15) Composition des formations .

Soit fE- > Fetg : G-> H, E, F,G, He /R

Supposing f-(E) CG ⇒ On défnit la fonohon composes
goof 1×1 =glfcx ) ) : E → H

Supposonsg (G) CE ⇒ On difinit la fonchoncomposée
fog 1×1=-1191×1 ) : G → F.

Ex
. fly -

- six : R → 1-1,1 ] ; et g
1×1 = FET : IR → II. + •[

fog 1×1 = f- (Eti) = s.in#+i) : IR → 1-1.1 ]

go f- CH
-

- glsinx ) = tET : IR → [1. + of Cpas surjective)

Remarque Si f : E- → F bijective ⇒ 3- f-
"

réciproque, f-
'
: f-→ E

f-
'(y) = ✗ <⇒ f-G) = y

V-xc-E.lt/C-TAlorsfiflx1--f-'(fcxD--f-Yy)--x--sf-'ofCx)--xV-xc-E
f- of

"

(y)
= g- ( f-

'

cyl ) -- f- (x) -- y ⇒ f-of
- '

ly)=y Hy c- F.
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$4.2

.

Limit dune Sanction
Déf Une fonction f-: E- > Fest définie au voisinage de ✗• c-R s

'il exist 8>0

tel que
{✗ ER : 0 < Ix - ✗• 1<5} CE

Remarque f-n'est pas fornimmnt définieenxo .

Ex
. fix = h¥ est défnie au voisinage

de ✗o_O
,
maispas en ×.

--0
.

Déf. Une fonchon f. E- > Fdéfmie au voisinage dexoadmefpourbmik
le hombre réell lorsquexkndrersx.si pour

tout e >OF 8 >O

te
que pour

tout ✗ c- E : 0 < Ix - ✗☐ 1<-8 , on a Ifat - else .

Notation : limfcxt-e.ge.
. :

""

✗→ Xo

e-E-

Ex
. fix --3×-1

,

Xo --1
.

! ! :|
ii. !

On ra démontrer
que

him (3×-1)--2 ×.-8×0×0+0

✗→ 1

Soit e > 0
.

Il faut trower 8>0 : si 04×-11<-8 ⇒ Ifan -21 c- E.

'

Ifan -21--13×-1-21=-13×-31--31×-12 E E☒
on rent !

⇒ Si F- § ⇒
→

on peut controllerpars
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Si F- Eg ⇒ Si 1×-11<-5= § ⇒ 31×-11<-38--3 § -- E .

⇒ Pour te >0 on atrouvé 8 = Estel que la definition de la knife hmfw=2
✗→ iest satisfaile ⇒ him (3×-1)=2

.

✗→ 1

Proposition Caradon-satin de la limit dune foncton a' partir des suites.
Soit f : E-→F him fix,=e <⇒

Pour toute suite Can)c{✗ c-E. ✗ + ×. }
teller

que
liman _=xo

,
on a limfcaa) =L .

✗→ ✗ o

p
h→a hoo

Dém : P⇒ Q
.

Soit E>0 ⇒ 75>0 : -Vx : 04×-1%1<-5 ⇒ lfcxl - else .

→
Soifan ) → Xo

,

An c- E' {✗i-houseman = %)
.

n→ so

⇒ th > no ⇒ If can ) - et E-E
'di-%fE.gg/-Caa1--l . nso

①⇒ P
. par contraposée .

- p⇒ - Q 7. E>Otto >OF✗ : 04×-61<-8 et Ifan -else
list la negation de P )

Alers on ra coñstruire une suite Can ) : liman = Xo
,

mais limfcanl #l
how her

(la negation de Q)



3- E >0
, fixé Soit 8--1 ⇒ Fa

,
c-E : 04A

,
- ✗ok 1 et lfca, ) - et > E -111-

8=1-2 ⇒ Faze E : Ohta, - ✗ok '-z et /f-Cartel > E
F- IT ⇒ FazeE : 0<193 -Xok 'T, et /f-Castel > E.

=¥ ⇒ on oblient Can ) : 021 an - xo1±¥i ⇒ liman -

- Xo
h -N

mais / flan ) -el > EV-nc.IN ⇒ him flan ) -1-1 ⇒ contradiction avec la condition Q .

h→N

Q ⇒ P ☒

Remarque . n'Tonk suite " dans la earactéisahon est important:
Ex : fix)= { 1 ,

✗ = t.r.net/V*
0

, simon
⇒ him fly n'exiskpas

✗→ O

mais Lan -- tn.net/V*) ⇒ km f-(E) =L et leman -- link --0.

h-s.to
h> to h→*

Corolla .ve . Soit f : E- → F défmie au voisinage
de xo

.

Supposons que pour toute suite Cant c- E\{×. }
,

tell
que

liman =xo
,now

la Suite (flan ) ) converge .

Akers limfcx) exist .

✗→ Xo

Idée : Deux suites (a) etlbn ) : hwan -- link = Xo
,

et Flimflam # limflbn
h> or h→O h→x

µ
h→N

Supposons .
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soit cn= {
an

,
n pair ⇒ linen __ ×

. ; limfkznt-limf.am)
h→ 00 h-720 h→oo

bn
, n impair limfcczm, ,)=lim*flbn)h→oo n → oo

⇒f- limfccn ) - contradiction ⇒ limfcant-limfle.nl ⇒ lmfao -1.n→n n→• carackrisation
T

Ex
. flxt-XP.pe/N*--slimXP--XoP-Vx.c-lR .

✗→ Xo

soit ( ✗ a) → Xo une suite arbitrate convergent vers Xo
,xnxx.V-n.cl/V.hsooSoitan--Xn-XoV-n-N--sliman--lim(xn-xo)--0.h-soo

h→oo

TO TO go

h-soo h→N h -> N h -soo \

⇒ par
la caractérisahon

" """"

lim XP __ XP
. V-pc-KYV-x.HR .

✗→ Xo

✗→ Xo ✗→Xo

(unicité de la limited
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Dém : pour
les suites (an ) convergentes vers Xo

,
on a limfcan) = ls ,

h→N

et him flanker ⇒ pour l'unicité de la limitednine suite
h-Soo

on a lil ☒.

Proposition . Critére de Cauchy pour les frictions .

Flinn fix <⇒ V-E >OFF> 0 : tx.me {✗ c-E : 04×-14<-8]
,

on a

✗→Xo
I fix,) -fail ⇐ E

.

Voir [DZ § 4.2.8]

Proposition Operations algébriques sur les limits
g- : E-→ IR , g

: E- > IR Telles
que limfcxt-l-IR.bmgcxt.la c- IR

.

✗→ Xo ✗→Xo

Alois : 41 limlxfcxtjsg 1×1) = ✗ e. +plz
☒→ Xo

(2) ftp.cfod-glxl/--lilz
(3) Enyo (fg¥,) = ¥

,

si lit 0, gal =/ 0 au voisinage
de xo

.

Dém : par
la caracténsahon a

'

partir des suites .



pour tout Xo c- IR saufleszéros du denominator de fix .

(Risque on a démontré limxk-x.PV-pc-INFV-x.HR ;
✗→ Xo

⇒ * * ii. *" """"""""""""
"

,..÷operations algébrigues ⇒ on obtient les limits destinations rationally
.

Ex b-×ñ¥¥+s- = :-.
'Phéoreme des 2gendarmes pour les functions .

Soient f.gih : E-→ F tells
que

gasa) him fix ) = him
✗→Xo ✗→* glx )

=L

(2) Faso : the { ✗ e- E : 04×-11.1<-2 }
on a flash 1×1<-91×1

'

,

⇒ Alon limhlxl -- l '

✗→Xo :
had

÷
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Dém : Soit Can ) c- { ✗ c-E- { ×. } }
,

liman -- Xo
nooo

⇒ Fm c- IN : V-nzm.lan-xolc.sn← le meine a que
dans les conditions

Alers on a : flan ) ± hlan ) c- glaii 7ham

Puisgue lim f- IN = length =L ,
on a aussilimfcanl-b.mg Cant -- e

✗→ Xo ✗→ Xo h→oo n→ a

par la caraclérisation a- particles suites .
⇒ Por les 2 gendarmes pour les suites .

on a : limhlan ) -- l pour toute suite (a) : liman Xo
.

h→oo
h -soo

⇒ Par la caractérisalion a' parlor des suites . limhlx) =L F
✗→Xo


